
BEITRAGE ZUR THEORIE


DER DREIDIMENSIONALEN GRENZSCHICHTEN

Von J. A. ZAAT


(Nationaal Luchtvaartlaboratorium, Amsterdam)

Zusanunenfassung—Eine einfache Methode zur Berechnung der stationdren dreidi-
mensionalen kompressiblen Grenzschichten mit schwacher Querstromung wird gegeben.
Dazu werden die Impulsgleichungsmethode von Gruschwitz und die Integralbedingung
von Wieghardt für die Energie zum FaIle der dreidimensionalen kompressiblen Stromung
erweitert.

Für die laminaren kompressiblen Grenzschichten werden nur die lmpulsgleichung
für die Hauptströmung und die Irnpulsgleichung für die Querstromung benutzt, welche
sich auf eine Quadraturformel und auf eine gewohnliche lineare Differentialgleichung
zurückführen lassen. Es handelt sich hauptsdchlich urn Stromungen Iângs der wärme-
isolierten Wand und mit der Prandtl'schen Zahl "EMs".

Einige Bemerkungen werden gemacht betreffs der Losung der dreidimensionalen
kompressiblen turbulenten Grenzschichten.

1. Einleitung*

DIE Grenzschichtgleichungen für die dreidimensionalen Stromungen

(nichtlineare partielle Differentialgleichungen in drei Variablen) sind
dermassen kompliziert, dass man nur Ober sehr wenige exakte Losungen

verfügt. Als solche werden im FaIle der inkompressiblen Stromung die

dhnlichen Losungen von Geis") und von Herzig und Hansen") erwähnt.

Für die kompressible Stromung am Kegel existieren u.a. die Losungen

von Hantzsche und Wendt"), Mangler") und Moore").
Weil an ein allgemeines exaktes Losungsverfahren kaum zu denken

ist, sind wir gezwungen Naherungsverfahren anzuwenden. Will man die
Grenzschichtstromung um willkürliche Körper berechnen, dann ist es

zweckmässig um das Integrationsverfahren von Truckenbrodt") zum
dreidimensionalen Falle zu erweitern. Die integrierten Grenzschichtglei-
chuneen gehen dabei über in zwei Systeme partieller Differentialgleichun-

Qen in zwei (Gaussischen-) Oberflächenkoordinaten. Es ist sinngemdss
für die Oberfkichenkoordinaten die Stromlinienkoordinaten der freien Aus-
senstroinung zu wählen. Unter der Voraussetzung, dass innerhalb der

Grenzschicht die Querstromung schwach ist im Vergleich zu der Haupt-

* An der numerischen Ausarbeitung der Theorie hat sich Herr Th. E. Labrujere
weitgehend beteiligt.
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strömung, können die partiellen Differentialgleichungen in gewohnliche

Differentialgleichungen zurückgeführt werden. Die Losung dieser Glei-

chuneen ist von der Wahl der Geschwindigkeitsprofile abhangig.

Formal gelten diese Gleichungen auch für die turbulente Grenzschicht-

strömung. Für die Berechnung der inkompressiblen laminaren und tur-

bulenten dreidimensionalen Grenzschichten haben Zaat(7) und Cooke(8)

schon einfache Methoden entwickelt.

Für die kompressiblen Grenzschichtstromungen sind die Fd.lle mit und

ohne Warmeübertragung zu unterscheiden. Diese Arbeit handelt haupt-

sdchlich von Stromungen kings der wdrrneisolierten Wand mit einer Prandtl-

schen Zahl "Fins". Die Temperatur und Zahigkeit werden durch das

exponentielle Gesetz mit einander verknüpft.

Zur Beschreibung der kompressiblen laminaren Grenzschicht wird für
die Hauptstromung eine Quadraturformel und für die Querstromune eine

lineare Differentialgleichung hergeleitet.

Zur Losung der dreidimensionalen kompressiblen turbulenten Grenz-
schicht werden einige Bemerkungen gemacht.

2.  Die Grenaschiclugleichungen in Stromlinienkoordinaten

Als Ausgangspunkt für die Berechnung der kompressiblen stationdren
dreidimensionalen Grenzschichten wählen wir die Vektorgleichune von

Navier-Stokes und die Kontinuitatsgleichung

div  e F= O. (2.1)

1st 6 die Grenzschichtdicke und beachtet man, dass für die Zahigkeit

p  gilt:  y  — 62, dann lassen sich in der Gleichung von Navier-Stokes

einige Zdhigkeitsglieder der Ordnung  0(6)  vernachlassigen. Die Gleichung

von Navier-Stokes wird dann

orot V x VH-* %) grad V2 --- —erad  p  —rot  (p  rot V) (2.2)

V =  (u, r, w)  ist der Geschwindigkeitsvector innerhalb der Grenzschicht,

e ist die Dichte,  p  ist der Druck und  p  die Zahigkeit.

Die Gleichungen (2.1) und (2.2) lassen sich ohne weiteres auf jedes

orthogonale Koordinatensystem transformieren.

Formal gelten die Gleichungen (2.1) und (2.2) nicht nur für die lami-

nare, sondern auch für die turbulente Grenzschicht, für welche unter

u, y , w,  e  und  p  die zeitlichen Mittelwerte, und unter  p  die effektive Zdhig-

keit  per,  zu verstehen sind. Die effektive Zdhigkeit setzt sich aus der

molekularen Zahigkeit  4u und der scheinbaren Zahigkeit  ps  zusammen

(Pere p fitts).

Für die Grenzschichtberechnungen führen wir ein System von orthogo-

nalen krummlinigen Koordinaten so ein, dass E und n die Gaussi-
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schen Koordinaten auf der Oberfläche des umströmten Körpers sind,
w5hrend die Richtung der Normale hat.

Wählen wir insbesondere auf der Oberfläche die Stromlinienkoordinaten,
sodass konstant die Stromlinien der freien Aussenströmung,
und = = konstant die orthogonalen Trajektorien sinci, dann verein-
fachen sich die Geschwindigkeitskomponenten der freien Aussenstrii-
mung zu

	

u8 = U und r8 ---- 0 (2.3)

Der Index 6 bezieht sich auf die freie Aussenstromung.
Wie üblich in der Grenzschichttheorie nehmen wir an, dass die Krüm-

mungsradien der umströmten Oberflache gross sind im Vergleich zu der
Grenzschichtdicke 6. Das Linienelement wird dann, weil h, = 1 gesetzt
werden darf,

ds2 hyd2+h2d7,72+dc2 	 +  dv2

e1u2 0,y2

e, und  02 sind Grössen, worauf wir im Abschnitt 4 zurückkommen.
Falls ein Geschwindigkeitspotential 92 existiert, gilt

d92 = u8h1 rah, =  j/u2d-vg ds, = Uds„, (2.5)

e, ist in diesem Falle 1.
Die Grenzschichtgleichungen erhalten wir aus den Vektorgleichungen

(2.1) und (2.2) durch Einführung der Transformationsformeln für die
orthogonalen krurnmlinigen Koordinaten $, /), und nachfolgende An-
wendung der üblichen Grenzschichtvernachlassigungen (u,r, h2
sind von der Ordnung 1; w = c(s), = 0(s), = 0( 2) und h, = 1).

In Stromlinienkoordinaten sind und damit

	

h, = 11j e,u, = 111/ e,u,, h,— 1/1 02118 = 11/e2u, (2.6)

Setzen wir überdies voraus, dass innerhalb der Grenzschicht die Querströ-
mung klein von der Ordnung a ist beziiglich der Hauptstrornung, welche
von der Ordnung 1 ist (e < 1), und vernachlassigen wir in den Grenz-
schichtgleichungen alle Glieder, welche urn eine Ordnung e kleiner sind
als die übrigen Glieder, dann resultieren die Grenzschichtgleichungen:

,
2[u  auq?

auh, a h, N-l_  u, N au, + (,‘ au)
(2.7)

e
[ u  a(h2v) av u2 ah,i

h,h, ay h,h, dv ac

	

eog 0h1 a (,, dv  )  (2.8)
09)

 

a

	

a
-02e0-1--h,h, (ow) = 0.

ay?

(2.4)

(2.9)
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Die zugehorigen Randbedingungen sind:

u = v w =  0für 1=0

0u0v
u = u5, v =  0,= 0,= 0 fur = a

(2.10)

3. Dieintegrierten Grenzschichtgleichungen

Das von Truckenbrodt angegebene Integrationsverfahren, das ange-

wandt wird auf zweidimensionale und rotationssymetrische Grenzschicht-

strömungen, zur Erhaltung eines Systems unendlich vieler gewohnlichen

Differentialgleichungen, lasst sich auch zum dreidimensionalen Falle

erweitern.

Addieren wir  (n-4-1)14"—Mal die Gleichung (2.7) zu un+'--Ma1 die
Gleichung (2.9) und integrieren wir sodann über von 0 bis 6, dann ent-

steht ein System gewohnlicher Differentialgleichungen für die Grenz-

schichtstromung in der Richtung der Aussenstromlinien. Die ersten zw ei

Gleichungen für  n =  0 und  n s= 1  sind:

08 ag- ( 1, 02 a(1.) 0814,
1 el e2 a ii,6:, _L(5,1 niali8 —

08
8

(1 el e' a ' . u2(53) + 26 I  6-- 0118 _  2 1. au

	

, 7-5 -,-, d. (3.2)Q08 ,),„, 8 4 i -1 --
7 I e2 (59' e8 Us Og

(I

mit
8 ,

(51=-=
(.281186

8 8

(52 = I'  " ( i u 41 (54 = l' 11 1— (2-) d:
28U6 U8 U8 08,

b 6

au
Ti =-:.  y  - (3.4)

0'

Addieren wir  (n±1)(h 0 v)"11.,--Ma1 die Gleichung (2.8) zu (172v)"+1—Ma1

die Gleichung (2.9) und integrieren wir sodann über von 0 bis  6,  dann

entsteht ein System gewohnlicher Differentialgleichungen für die Quer-

strörnung. Die ersten zwei Gleichungen  (n =  0.1) sind hier

	

I ei -o -(-28 6)
(28 0(1' 0,0)

5



aq 02 . I 01 Ijo U8 alp 66 e2Ug

O6

(22 1  '22

8
2080 11/ ei  u8) 2•av

I To „

(.221/ 01 118lp(58= '2214- -0

(3.1)

a
nu (1   (F.

08U8
o

(3.3)

(3.5)

(3.6)
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mit

8
(  265  U v

67 —
Us Us

UV )
Os il es U8 U8

e u2)
6, = (1 d Ô8 = l 142

4 u8
2,2e8 es Us

av
r2

Die Gleichungen für n = 0 und n =  1 sind eine Erweiterung der aus
der zweidimensionalen Theorie bekannten von Kármánschen  Impulsglei-
chung und der Wieghardtschen Integralbedingungen für die Energie.

4. Die Funktionen e , und e2

Die Funktionen ,01 und  02  spielen in der Theorie eine wesentliche Rolle.
Sie hangen nur von der freien Aussenstromung und der Geometrie der
Oberfläche ab.

Geht man von einem beliebigen kartesischen Koordinatensystem
(x, y, aus und wählt man auf der umströmten Oberfläche eines Körpers

z(x, y) zwei dieser Koordinaten—x und y—als Oberflächenkoordina-
ten, wiihrend die dritte Koordinate 4 die Richtung der Aussennormale

 hat, dann können die Funktionen und  02  mit Hilfe der Stetigkeitsbezie-

hungen

629, 6299 629, 629,

Ox Oy (5y Ox Oxy Oy Ox

6
berechnet werden. Das Symbol

Sx
- bedeutet:

6 6
	 +27 '

x az

Ist die Stromung auf der Oberfläche durch die Geschwindigkeitskornpo-
nenten U, V, W in den x, y, z—Richtungen gegeben, dann gilt Idngs einer
Stromlinie y =  konstant mit dem Linienelement

dx = dy dz = ds1 dq) (4.3)
U YW U U21  01

Für die Strömungsflache z = z(x, y) folgt aus den Tangentialbeziehungen


W = Uzx 4 vzy . (4.4)

(3.7)


(3.8)

(4.1)


(4.2)
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Wegen der Orthogonalitiitsbedingungen eines Linienelements ds, der or-
thogonalen Trajektorien zu der Stomlinie (U, V, W) und zu der Flächen-

normale (/i g, zdi g, —111 g)  mit

g = 1+-1 (4.5)

gilt langs der orthogonalen Trajektorien der Stromlinien die Beziehung

g d.v g dy —1 g dz dso d

U i-Wz,  Uz—\': U U21 g,

Für konstant ist:

ô.v ()),  a
aq, ag, 6x + acp '

sodass die Stromlinie entlang:

	

— — — a
U2.1  7)fr - U ax V ay .  (4.7)

Gleicherweise gilt die orthogonalen Trajektorien entlang

— a — — 3

	

(121 g 0 = (V H-W.:).) —(U

Die Anwendung der Operatoren (4.7) und (4.8) auf die Funktionen und

führt zu vier Gleichungen mit den Losungen

ay,

	

IQ,  (U-! Wz,) - =  Vj 2g

,),(v-i-vv,y)

—Mit Hilfe der Stetigkeitsbedingungen (4.1)Yerhält Umj ga en2Ilieraus die Diffe-

3y

rentialgleichungen zur Berechnung der Funktionen 0, und ,c22

a ,
v_L_(vvz,)}  a

ax - • ay -
(4.10)

a
(

a _
Veog)+-- (V eog) = 0. (4.11)

Die Differentialgleichungen (4.10) und (4.11) gelten sowohl für die kom-
pressible als für die unkompressible Stromung. Sie sind meistens mühsam
zu Ibsen. Nur in einigen Sonderfällen können die Lösungen sofort gegeben
werden:

1 Existiert ein Strornungspotential, dann ist immer  ei —1.

2 Betrachten wir die Stromung langs einer ebenen Platte mit parallelen

Stromlinien, welche Funktionen von x sind

(4.6)

(4.8)

(4.9)

U = 1, V = f(y), ly= 0, (4.12)
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dann gelten die Lösungen

9.2 = 1 und 01 = 1/V2

3 Für den schrag angeströrnten unendlich langen Zylinder mit der
y-Achse parallel zu der Zylinderachse, erhdlt man die Lösungen:

el = 1 , 0,= 1/U2(1 +4)  (4.13)

4 Für die axial symmetrische Potentialstromung um einen Rotations-
korper  z  = r2(x)—y2 lauten die Lösungen:

Pi=  1, e,= 1/r2U2 (4.14)

5. Das Dichteprofil uml das Zahigkeitsprofd

Wird im Falle der kompressiblen Grenzschichtstromung eine wdrme-
aT

undurchldssige Wand 	
)

= 0 und die Prandtlsche Zahl  Pr =  1 voraus-
6,

gesetzt, dann folgt aus der kinetischen Energiegleichung und der Wdrme-
energiegleichung für zweidimensionale Grenzschichten die Relation

Y-1 u2
— 1+ mg(l-

u2
. (5.1)

Ts 2 a

Dieser Zusammenhang zwischen der Temperatur- und Geschwindigkeits-




verteilung kann ohne weiteres auf die dreidimensionale Grenzschicht-




strömung mit kleiner Querstromung angewandt werden. Unter der Voraus-

setzung, dass innerhalb der Grenzschicht = 0 ist, gilt durch die Grenz-
d

schicht hindurch die Beziehung

e/e8 =  T8IT = (1—ni2)1' [ —m2( :8)]

Für Luft (y = 1.4) ist

11)2=J-1112= mumg+5)
6

M: = u81a* ist die kritische Machsche Zahl

A18 =  uala  ist die ortliche Machsche Zahl.

1m ( Ta

Falle der wdrmedurchlassigen Wand —=-'-- 0 und einer Prandtl-

'

schen Zahl, welche gleich eins ist, oder nur wenig von eins verschieden
ist, darf die Beziehung

n 2
08/0 =  TIT8= 1+ C T (—u- —1)  H-r Y—  /vi (1i

	 1 8

	

A/2 — 

Us 2 2Us

(5.2)


(5.3)

(5.4)
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angewandt werden, welche den Arbeiten von Van Driest(9) entnommen
ist.  CT  ist die Warmeübergangszahl,  r  ist der recovery-Faktor. Es gilt

CT —  (Tr— T„.)17.8, TrIT8 = M2  (5.5)
2 8

r = (Tr.— T8)/(To — T8), T01 T6 = 1±Y 1 M2  (5.6)
2  8

Tr  ist die recovery-Temperatur, d. h. es ist die Temperatur, welche die
wiirmeisolierte Wand annimmt. T„ ist die Ruhetemperatur,  T„.  ist die
Wandtemperatur.

Für Luft mit  Pr  0.72 bei laminarer,  Pr  0.86 bei turbulenter Grenz-
schicht, eilt die Gleichung (5.4) noch mit guter Anniiherung.
Das Zahigkeitsprofil.  Bei der laminaren Grenzschicht kann die moleku-
lare Ziihigkeit durch das einfache Potenzgesetz

T "  3 1
P — Ps ( T8) , mit co-

	

2 1H- C,  T„
(5.7)

gut angenahert werden. Die konstante C hat für Luft den Wert 113-K.
Für sehr hohe Temperaturen ist w ;:•,- 0.5, für sehr niedrige Temperaturen
ist w,--;:, 1.5; für 0°C ist w ,--z.-, 0.8.

6.  Die larninaren Grenzschichten

6.1  Die Geschwindigkeitsprofile—Fiir  die Durchführung der Grenzschicht-
berechnungen werden die Geschwindigkeitsprofile  u  und » innerhalb der
Grenzschicht, in der Richtung der Stromlinien der freien Aussenstromung
und senkrecht darauf, vorgeschrieben. Diese Profile werden so gewilhlt,
dass sowohl das asymptotische Verhalten am Aussenrande der Grenzschicht,
als auch eine bestimmte Anzahl von Randbedinguneen an der Wand—fol-
gend aus den Grenzschichtgleichungen (2.7)/(2.9) durch wiederholte

	

Differentiation nach— exakt erfüllt werden. Wir benutzen

	

u -
u = - = I ( 0 —Ag( ) --Nh(0-1-ne-0us

u, =
— —Kg(5+

u8

mit

	

1—f(0= 2hG)÷(1 -1, 4=2 2- e-‘
31'.7

die

2

Profile:

(6.1)

(6.2)

e " dt

(6.3)

I :7
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und

—,= a --eT (6.4)

	

Die Funktionen f, g, h und k = Z-e sind im Bild 1 dargestellt.

Fiir — 0 sind die Randbedingungen

f g = h = f" = h" f " = g"' = fIV =

= —g' = —h' = 2131 :1

g - , gIV hly _ 6

4.0

3 0


2 5

15


1  0

-h-g

0.5

0
-0.6 -0.4 -0.2 0 .02 04 0.6 0.8 10

ABB. 1. Die Funktionen  f, g, h  und.;"7  e-.: 2 der Grenzschichtprofile.
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. .
' ist ein Mass für die Grenzschichtdicke. Es hat die Dimension
- 6

einer Lange, ist eine dimensionslose Grosse. Betrachten wir den Fall

T,
und Pr = 1, dann gilt:

A =w
- aug

K — 6(01 )

2 " a(p 2  e , av
win=f 	 2 


P — (2+ A+ N)-1-- P13
3 _31/

Q(2+ A+ N) = (K— L)P . (6.8)

Für die zweidimensionale Stromung gilt in dem laminaren Ablasungspunkt


N = A —1 wegen = a4u 1) o.

Werden für die beschleunigte Stromung nur die ersten vier Randbedin-

gungen berücksichtigt, dann ist dort die LOsung

N = 0 für A > 0

o

x

0 05 0 06 007 0 08 009 010 011 012 013

x

ABB. 2. Grenzschicht bei der dusseren Geschwindigkeitsverteilung U= 1—x.

1 2

x DIFFEREnENVERFAHREN

-N = -A2
--N = 0

---N =

I a =
x =0 183

10
NAHERUNGS -
VER FAHR EN

0 2 -

(6.6)


(6.7)
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zu nehmen. Für die verzögerte Stromung wird wegen des erreichbaren

Wertes  N  .1 = —1, und an Hand von einem Vergleich mit einer exak-

ten Losung (siehe Abb. 2) die Beziehung

N - für _1 < 0

genommen.

6.2  Ireitere VereMfachungen der Impulsgleichungen—Für  die Berechnung

der dreidimensionalen kompressiblen laminaren Grenzschichten wenden

wir nur die beiden lmpulsgleichungen (3.1) und (3.5) an, und schreiben sie

in der Gestalt:

(Q2t/et () eg 11262 ,( I 0-- ()us au
2Au86., 0T 0.,  8 2 " ' i

,,—a 1 (28  6
1 01 A  I r.,

(..)8 ao oiuo
; (61-1 62) —

Ps, t av

,, rii ' !!2  5 1 Q1/22.118 -lii 02U \X,' „,•

Werden die im Abschnitt 6.1 gegebenen Geschwindigkeitsprofile benutzt,

und die dimensionslosen Grössen:

.11 )(I — (), 1
08  118

01 1 (-) u ( 1 " g == 65/  -1/ a
-0 es  148 .  118 Os

0„ I  12 11 d: = 65..1/ 0•111`n

o
, O8 Us us 	 Os

u(.1, m2)(K- L)+13(..,1,1n2)K

eingesetzt, dann gehcri die beiden Impulsgleichungen über in

o2 121 a (es 01,202 20 i[_. 2 . (2 1-  H(:1 , m2)
(26 alp 02 8 I 3 I .7

(6.9)

020 yin- 0 ( rjs _

V‘28
o21) = (-11H 011)K- (3-2

P

	

1 :1 I i-N )

- —A(.1, m2) 021-I-B(. 1, m2)K.

lnnerhalb des Intervalls H 1 > A —1, das alle vorgesehenen Werte

von _I enthält, lassen sich die Funktionen A, B, a, 13, Oil, .l  und
für verschiedene Werte von 0), durch einfache analytische Formeln von

der Gestalt

a(m2)± b(m2).1± c(m2)j12

ai' .

Os

L)

(6.10)

3
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mit ausreichender Genauigkeit, annahern; siehe Lit.(m). Die Koeffizienten
a, b, c und auch alle iibrigen Koeffizienten in diesem Abschnitt sind mit
Hilfe der Methode der kleinsten Quadraten bestimmt worden. Sie sind
in Lit." als Funktionen von /n2 für = 0.50; 0.75; 1.00; 1.25; 1.50
dargestellt. Dabei ist0 stets c(m2) = 0 zu nehmen. w ist der

11

1.0


0.9




A




0.8 w=15





0.7
0


w =1.0




0.6





0 F





t  0.5






w=0.51 0




0.4







0.3

ciforn2






fo' 1- bfom2 • ofo m 40.2






- ANNAHERND





0.1 xo)AMIT H LFEDER





GRENSCHICHTPROFILE




A

0 01 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 03 08 09 10
m 2

ABB. 3. Die Funktionen  fo(nt',  w) fur die Hauptstromung. in2 1/6

Exponent des Potenzgesetzes (5.7), und ist nur eine Funktion der unge-




störten Strömungsgrossen M, und T. w ist also wiihrend der Grenz-




schichtberechnung als eine Konstante zu betrachten. Nach Einführung
	  au8

	

von H/011 = aii+b„71 und Substitution von A = a p n,  u8   schreibt

sich die erste Impulsgleichung (6.9), nach kurzer Umformung, als

2
OT/8 I 01 [ hi(os augoh —b — lnu- =H

aq' 02
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1 2

1 1

09

0 8

0 7

0 6

w= 0 5

0 5

04

03

0 2

01

f1 '1'cifir^2.bfirn4+Cf1M8

- ANNAHERND

X OA MIT HILFE DER
GRENSCHICHT PROFILE

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 07 08 09 10
m 2

ABB. 4. Die Funktionen w) für die Hauptstromung.  tif2=  1/6 W 2.

Für bi, wird nun die Annaherung

m2(1  —m2)
—(1 — 1112) h 611(0) == I + p(o))1,12 (co) 


1— r (o)rn2

eingefUhrt, wührend bei adiabatischen Zustandsanderungen fur Luft die

Gleichung von Poisson 08 =  C(1—m2)2.5  gilt.

Damit geht die erste lmpulsgleichung iiber in

I "I \uri 0.2  -
0.11fo

(n
2,,,,)! 5.08 us2.11 0,)

	

-2
(6.11)

8*
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Die Funktionen fo und f, sind in den Abb. 3 und 4 gegeben. Sie können

analytisch mit hinreichender Genauigkeit durch

1—afoin2
fo bfin2cfin4

	 ; f, = 1 ajyn 2+1,11m4+cf,m8 (6.12)
I -  oo 


angeniihert werden. In der Abbildung 5 sind die Koeffizienten af , bis

als Funktionen von oi dargestellt.

1.5

1.0 a f o

0.5

o

-0.5

c fo


bfo

f 1

- 1 0

0.5 1.0 1 5

—1/0^ (../)

	

ABB. 5. Die Koeffizienten der Funktionen  foon2,  und  fl (, n2, w).

Nach Integration geht die Gleichung (6.11) fiber in die Quadratur

5.08 2.11u8
a = 4 „ 	 (In?, w)d71. (6.13)t k--.0kTio

02  V et
<Po

Die Gleichung *air die Querstromung ist eine lineare Differentialgleichung
mit veränderlichen Koeffizienten. Sie lässt sich schreiben als

dQ

	

DQH-E= 0 (6.14)
dçe
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mit

Q  (1 _m2)1.25O.q = 1 _m2)1.25 a [a(K—L)± 13K]  (6.15)
e2

D = A(A, in2)1augi/e 7 ; E — (1 m2)1,25B 5 m2) K/e2 el a

(6.16)

Die Funktionen a , 13,A, B, ZI,  und  0,„  welche von der Gestalt  a-kbA+cA2

sind, hangen nur sehr wenig von dem Wert oi ab. Die Koeffizienten a,

b, c  sind mit hinreichender Genauigkeit durch Formeln der Gestalt

(p+qtn2±rm')1(1—sin2)  (6.17)

anzunilhern; sidle Lit.("). Die konstanten Werte  p, q, r  und  s  sind in Tab.

1 gegeben. Nachdem die Funktion  Q  mit Hilfe der Diffgl. (6.14) gelost

ist, lassen sich die Werte  L  mittels der Gleichung (6.15) berechnen.

7. Die turbulente Grenzschicht

Das im Abschnitt 3 hergeleitete System von vier gewohnlichen Differen-

tialgleichungen kann als Ausgangspunkt für die Berechnung der dreidi-

mensionalen kompressiblen turbulenten Grenzschicht mit schwacher

Querstromung gewiihlt werden. Wie bei den laminaren Grenzschichtströ-

mungen braucht die freie Aussenströmung auch in diesem Falle keine

Potentialstromung zu sein.

Zur Lösung der Grenzschichtgleichungen führen wir zweiparametrige

Geschwindigkeitsprofile cin, und zwar:

In der Richtung der Stromlinien der frcien Aussenstromung:

—u - k(I
)1(0k

(7.1)

In der Richtung der orthogonalen Trajektorien:

.  u
1.  — (tg y) 


ii u8 us

2
6

(a b )•  aTà (7.2)

u  und r sind die zeitlich gemittelten Geschwindigkeitskomponenten inner-

halb der Grenzschicht. Z ist der Winkel, der die Stromlinie innerhalb

der Grenzschicht mit der Stromlinie der freien Aussenströmung bildet.

Für = 0 .ist J„ = tg y„, = a. Das Verhältnis v/u llisst sich, in Ueberein-

stimmung mit den Messungen von Wallacem) an einem Pfeilflügel, als
, 2,.

Ç
ein  (e algebraische Gleichung der Gestalt a + b - 1 ---

)
-

3 a schreiben,

deren Koeffizienten alit Hilfe der Differentialgleichungen (3.5) und (3.6)

bestimmt werden können. Die Geschwindigkeitsprofile  u  und r sind

so gewahlt, dass sie die vorgeschriebenen Randbedingungen (2.10) be-

fri edigen.
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Cooke") wählt in seiner Arbeit über die inkompressible turbulente

Grenzschichtströrnung das Querstrornprofil v/u — ';',( 1 —i- , das weniger
,. )2

bieg,sam ist. Für das Dichteprofil kommt für den Fall
( dT

0c:II")„ 

und  Pr = 1 die Forme! (5.2) in Betracht.

Für die Beschreibung der Schubspannung an der Wand und der Dissi-
pation, sollen empirische Gesetze benutzt werden. Diese Gesetze sind ur-
sprünglich für die inkompressible turbulente Grenzschicht ohne Sekun-
diirstrornung abgeleitet. Wa1zo2) hat sie in einer derartigen Form trans-
formiert, dass sie auch für die kompressible zweidimensionale Stromung
brauchbar sind. Es sind:

Das Wandschubspannungsgesetz von Ludwieg und Tillmann

9 a.,
7-„/(20 /4 — (-1-.1,28ug)i ---- (t(H)Re 0.268

02)i

mit

u(H) 0.123 •

Re = 08u8a2lit,„

Das Dissipationsgesetz von Rotta und Truckenbrodt:

D10,4= —4 T du = 0.0052 Re-°.168(-r„,1 AuDia,/(a,),. (7.6)e81. .

Für die dreidirnensionale kompressible Stromung liegt es nahe diese

zwei Gesetze in der Richtung der Stromlinien an der Wand anzuwenden.

Zwecknuiissig ware es urn statt /48 auch eine effektive Geschwindigkeit
/id/cos y„. = u8i 1 -,a2 in die Richtung der Wandstrornlinien zu

wahlen (vgl. Lit. (13)).

Mit dieser Annahme wird:

(-41-0Re-0.268 (COS 1 '732 (7.8)

== 0.0052  Re 0168
(COS y i0.168 (/Q8

	
(7.9)

Weil die Richtung an der Wand ist gegeben durch (v/u)„, =  a,  sind die
Komponenten der Wandschubspannung in der Richtung der freien Aus-
senströrnung und senkrecht darauf:

l d -= ar,/ I 1 fa2.

Damit gilt:

(7.3)

(7.4)


(7.5)

Tiw ioog ,t(I1)Re- 0.268 ( 1 ÷ a2)0.366 a2/(32)i (7.10)

,(11)Re-().2"8a(1-I-a2)". 136624(52)i• (7.11)
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Formal lassen sich aus der Gleichung (7.9) mit Hilfe der Beziehungen
(7.10) und (7.11) auch die für die Berechnungen beniitigten Dissipations-

formeln bilden.
Es bleibt natürlich eine offene Frage, wie das Schubspannungsgesetz

und die Dissipationsfunktion beim Vorhandensein einer Sekundär-
strömung abzuiindern sind. Die Moglichkeit existiert, dass der turbu-
lente Austausch durch die Anwesenheit einer verhaltnismassig schwa-
chen Querstromung schon beträchtlich geandert wird. Das Experiment
soli am Ende entscheiden müssen in wieweit die Schubspannungsformeln
und die Dissipationsformeln sich unter dern Einfluss der Querstromung
und der Kompressibilitat iindern.

Auch für die dreidimensionale kompressible turbulente Grenzschicht-
stromung kann eine einfache Berechnungsmethode entwickelt werden.
Benutzen wir die in vorhergehenden hergeleiteten FormeIn für die Schub-
spannung und für die Dissipation, dann liegt es nahe urn ein Iterations-
verfahren, ausgehend von dem Parameterwert  a -=0 für die Hauptstro-
mum anzuwenden. Nachdern der Parameter a mit Hilfe der Gleichun-
gen für die Querstromung bestimmt ist, können die Losungen der Glei-
chunaen der Hauptstromung, nach Einsetzung des Pararneterwertes  a,
wieder verbessert werden. Diese Iteration wird beendet, sobald die vor-
geschriebene Genauigkeit erreicht ist.
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TABELLE

Die Koeffizienten p, q, r und s fur Berechnung der Querstriimung, der Ver-




driingungsdicke Jund der Impulsverlustdicke 0„.




a2 ; 0.1876- 0.2490 0.0632 +0.7814
bOE +0.0111-0.0384 +0.0248 +0.0596




-0.0477 +0.0281 +0.0174 +0.7744

afi -0.1578 +0.1879 -0.0323 -i 0.7622
bfi - 0.0073 +0.0190 -0.0115 +0.8165
cfi 0.0367-0.0175 -0.0178 +0.8433

aA -; 2.0039-1.0360 -0.3646 H-0.9854

bA -0.1118 +0.0923 0.0348 +1.0103

cA +0.6740 +0.1535 0.2657 +0.9936

ae -; 0.7259 -0.2871 -0.2358 7 0.8940

be -0.0596+0.1563 -0.0324 +0.0000

ce +0.3121 +0.4103 -0.0439 -0.8646




0.7523 -0.1125 - 0.3627 +0.8756

bA -0.0670 +0.1150 - 0.0000 -f 0.0000

CA +0.2885 +0.1246 0.0383 -0.0000

ae +0.2948-0.3566 +0 0645I •
+0.6143

a,; h,c; ; ; ao (P 1-qm2-i-rin4)1(l --sin2),
1

mitm2 = = Mg1(A4H-5)  sind die Koeffizienten der Funktionen

F aF + bF A -1--CF A2, wo
F=  a; /3;  A; B; On • cF(m2) =  0 für A 0.




