BEITRAGE ZUR THEORIE
DER DREIDIMENSIONALEN GRENZSCHICHTEN

Von J. A. ZAAT

(Nationaal Luchtvaartlaboratorium, Amsterdam)

Zusammenfassung—Eine einfache Methode zur Berechnung der stationiren dreidi-
mensionalen kompressiblen Grenzschichten mit schwacher Querstromung wird gegeben.
Dazu werden die Impulsgleichungsmethode von Gruschwitz und die Integralbedingung
von Wieghardt fiir die Energie zum Falle der dreidimensionalen kompressiblen Strémung
erweitert.

Fir die laminaren kompressiblen Grenzschichten werden nur die Impulsgleichung
fur die Hauptstromung und die Impulsgleichung fiir die Querstromung benutzt, welche
sich auf eine Quadraturformel und auf eine gewdhnliche lineare Differentialgleichung
zuriickfiihren lassen. Es handelt sich hauptsichlich um Stréomungen lings der wirme-
isolierten Wand und mit der Prandtl’schen Zahl “Eins”.

Einige Bemerkungen werden gemacht betreffs der Losung der dreidimensionalen
kompressiblen turbulenten Grenzschichten.

1. Einleitung*

Die  Grenzschichtgleichungen fiir die dreidimensionalen Stréomungen
(nichtlineare partielle Differentialgleichungen in drei Variablen) sind
dermassen kompliziert, dass man nur iiber sehr wenige exakte Losungen
verfiigt. Als solche werden im Falle der inkompressiblen Stromung die
dhnlichen Losungen von Geis'” und von Herzig und Hansen® erwiihnt.
Fiir die kompressible Stromung am Kegel existieren u.a. die Ldsungen
von Hantzsche und Wendt®, Mangler™ und Moore'?.

Weil an ein allgemeines exaktes Losungsverfahren kaum zu denken
ist, sind wir gezwungen Naherungsverfahren anzuwenden. Will man die
Grenzschichtstromung um willkiirliche Korper berechnen, dann ist es
zweckmissig um das Integrationsverfahren von Truckenbrodt® zum
dreidimensionalen Falle zu erweitern. Die integrierten Grenzschichtglei-
chungen gehen dabei iiber in zwei Systeme partieller Differentialgleichun-
gen in zwei (Gaussischen-) Oberflichenkoordinaten. Es ist sinngemiss
fiir die Oberflichenkoordinaten die Stromlinienkoordinaten der freien Aus-
senstromung zu wihlen. Unter der Voraussetzung, dass innerhalb der
Grenzschicht die Querstromung schwach ist im Vergleich zu der Haupt-

* An der numerischen Ausarbeitung der Theorie hat sich Herr Th. E. Labrujere
weitgechend beteiligt.
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stromung, kénnen die partiellen Differentialgleichungen in gewdhnliche
Differentialgleichungen zuriickgefithrt werden. Die Loésung dieser Glei-
chungen ist von der Wahl der Geschwindigkeitsprofile abhingig.

Formal gelten diese Gleichungen auch fiir die turbulente Grenzschicht-
stromung. Fiir die Berechnung der inkompressiblen laminaren und tur-
bulenten dreidimensionalen Grenzschichten haben Zaat™ und Cooke®
schon einfache Methoden entwickelt.

Fiir die kompressiblen Grenzschichtstromungen sind die Fille mit und
ohne Wirmeiibertragung zu unterscheiden. Diese Arbeit handelt haupt-
sidchlich von Strémungen lings der wirmeisolierten Wand mit einer Prandtl-
schen Zahl “Eins”. Die Temperatur und Zihigkeit werden durch das
exponentielle Gesetz mit einander verkniipft.

Zur Beschreibung der kompressiblen laminaren Grenzschicht wird fiir
die Hauptstromung eine Quadraturformel und fiir die Querstrémung eine
lineare Differentialgleichung hergeleitet.

Zur Losung der dreidimensionalen kompressiblen turbulenten Grenz-
schicht werden einige Bemerkungen gemacht.

2. Die Grenzschichtgleichungen in Stromlinienkoordinaten

Als Ausgangspunkt fiir die Berechnung der kompressiblen stationiren
dreidimensionalen Grenzschichten wihlen wir die Vektorgleichung von
Navier-Stokes und die Kontinuititsgleichung

div oV = 0. @.1)

Ist & die Grenzschichtdicke und beachtet man, dass fiir die Zihigkeit
p ogilt: g ~ #% dann lassen sich in der Gleichung von Navier-Stokes
einige Zahigkeitsglieder der Ordnung 0(d) vernachlissigen. Die Gleichung
von Navier-Stokes wird dann

o rot V x VJHL o grad vz = —grad p—rot (u rot V) (2.2)

N (u, v, w) ist der Geschwindigkeitsvector innerhalb der Grenzschicht,
o ist die Dichte, p ist der Druck und g die Zihigkeit.

Die Gleichungen (2.1) und (2.2) lassen sich ohne weiteres auf jedes
orthogonale Koordinatensystem transformieren.

Formal gelten die Gleichungen (2.1) und (2.2) nicht nur fiir die lami-
nare, sondern auch fiir die turbulente Grenzschicht, fiir welche unter
u,v,w,p und p dic zeitlichen Mittelwerte, und unter x die effektive Zihig-
keit g, zu verstehen sind. Die effektive Zihigkeit setzt sich aus der
molekularen Zihigkeit g und der scheinbaren Zihigkeit u, zusammen
(Herr = p+-p5)-

Fiir die Grenzschichtberechnungen fiihren wir ein System von orthogo-
nalen krummlinigen Koordinaten &, 7, { so ein, dass & und 5 die Gaussi-
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schen Koordinaten auf der Oberfliche des umstrdmten Korpers sind,
wihrend ¢ die Richtung der Normale hat.

Wihlen wir insbesondere auf der Oberfliche die Stromlinienkoordinaten,
sodass 7 = y = konstant dic Stromlinien der freien Aussenstrémung,
und & = ¢ = konstant die orthogonalen Trajektorien sind, dann verein-
fachen sich die Geschwindigkeitskomponenten der freien Aussenstro-
mung zu

us=U und vg=0 (2.3)

Der Index 6 bezicht sich auf die freie Aussenstromung.

Wie iiblich in der Grenzschichttheorie nehmen wir an, dass die Kriim-
mungsradien der umstromten Oberfliche gross sind im Vergleich zu der
Grenzschichtdicke 4. Das Linienelement wird dann, weil Ay = 1 gesetzt
werden darf,

ds? = B3 d&+hydn?-di? = (2.4)

0, U? 02 U2
p, und g, sind Grossen, worauf wir im Abschnitt 4 zuriickkommen.
Falls ein Geschwindigkeitspotential ¢ existiert, gilt
dp = ughy d&+vghydy = Yug+42 ds, = Uds,, (2.5)
o, ist in diesem Falle 1.

Die Grenzschichtgleichungen erhalten wir aus den Vektorgleichungen
(2.1) und (2.2) durch Einfiihrung der Transformationsformeln fir die
orthogonalen krummlinigen Koordinaten &, #, & und nachfolgende An-
wendung der iiblichen Grenzschichtvernachldssigungen (u,v, &,%, hy, h,
sind von der Ordnung 1; w = 0(3), {=0(3), u=0(3%) und hy = 1).

In Stromlinienkoordinaten sind & = ¢, 7 = y und damit

h =1/ g_lua = l,f]/aus, hy = 1/) Q—.lus == 1/1/9_2213 (2.6)

Setzen wir iiberdies voraus, dass innerhalb der Grenzschicht die Querstrd-
mung klein von der Ordnung ¢ ist beziiglich der Hauptstromung, welche
von der Ordnung 1 ist (¢ < 1), und vernachlissigen wir in den Grenz-
schichtgleichungen alle Glieder, welche um eine Ordnung & kleiner sind
als die iibrigen Glieder, dann resultieren die Grenzschichtgleichungen:

u 0u . ou ﬂsus dus 0 au
— —tw—|= 2
Q[hl op " ae:] b op T oc( ) =l
u_ d(hy) ovwr Ol psui Oy | 0 28
9[/:1/1 ag " ar h;h;aep]— hiy 0w Loz |® ac (=5
(!12 ou)- hlhz -(ow) = 0. (2.9

ol
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Die zugehorigen Randbedingungen sind:

u=v=w=>0 fir =0
ou ov . (2.10)
U= ug, V=0, _5C ——0, b—é =0 fir 5—3

3. Die integrierten Grenzschichtgleichungen

Das von Truckenbrodt angegebene Integrationsverfahren, das ange-
wandt wird auf zweidimensionale und rotationssymetrische Grenzschicht-
stromungen, zur Erhaltung eines Systems unendlich vieler gewdhnlichen
Differentialgleichungen, ldsst sich auch zum dreidimensionalen Falle
erweitern.

Addieren wir (n+1)u"—Mal die Gleichung (2.7) zu uw"t1—Mal die
Gleichung (2.9) und integrieren wir sodann iiber £ von 0 bis §, dann ent-
steht ein System gewdhnlicher Differentialgleichungen fiir die Grenz-
schichtstromung in der Richtung der Aussenstromlinien. Die ersten zwei
Gleichungen fiir n =0 und n = 1 sind:

] 0109 767 05 )_1_ _% _ Tiw
o o (Vez WO Sy = B

— 8
Ve 0 [ 05 T B —o 2 f ,ai‘,d 3.2
( — U503 i 1) 01 6(}7 qug J L3 ac C' ( o )

mit

0 05U OslUs Uz
2 8 06:3)
Boss | o (11)d¢ &= | -"-(l Qf)di
Osls Us Us 03)
ou
%= pr (3.4)

Addieren wir (n+1)(hy)"h,—Mal die Gleichung (2.8) zu (hy)"+'—Mal
die Gleichung (2.9) und integrieren wir sodann iiber { von 0 bis 4, dann
entsteht ein System gewohnlicher Differentialgleichungen fiir die Quer-
strémung. Die ersten zwei Gleichungen (n = 0.1) sind hier

-0 o ) 05 olyo.ud) Tow
—\ 8] —— —— by = — - (3.5)
Vo dq( L s T oy Og ool
o 8
() e e, 2 o
Q2] 22 02 V 01 s v Q) 02U 96

(3.6)



Beitriige zur Theorie der dreidimensionalen Grenzschichten 107

mit
g 8 2
b= == dr &= |% “-(”) de
05 Us Us b 05 Ug \ Ug
. 2 . ,, (3.7)
0 u . v 0 u
= —_ 6 = = = i ;
%= (1= g ig)o o J * )¢
oy
T =g (3.8)
)

Die Gleichungen fiir n =0 und » = 1 sind eine Erweiterung der aus
der zweidimensionalen Theorie bekannten von Karmanschen Impulsglei-
chung und der Wieghardtschen Integralbedingungen fiir die Energie.

4. Die Funktionen p, und p,

Die Funktionen g, und g, spielen in der Theorie eine wesentliche Rolle.
Sie hdngen nur von der freien Aussenstromung und der Geometrie der
Oberfliche ab.

Geht man von einem belicbigen kartesischen Koordinatensystem
(x, y, z) aus und wihlt man auf der umstréomten Oberfliche eines Korpers
z = z(x, y) zwei dieser Koordinaten—x und y—als Oberflichenkoordina-
ten, wihrend die dritte Koordinate { die Richtung der Aussennormale
hat, dann konnen die Funktionen ¢, und p, mit Hilfe der Stetigkeitsbezie-
hungen

0 o N U @.1)
oxdy  dyox dxdy  dydx '
berechnet werden. Das Symbol —5%— bedeutet:
4 ) 0
0 NS O . 4.2
ox 0x r Yoz e

Ist die Stromung auf der Oberfliche durch die Geschwindigkeitskompo-
nenten U, V, W in den x, y, z—Richtungen gegeben, dann gilt lings einer
Stromlinie y = konstant mit dem Linienelement ds,

dy dy dz

_ O dp (4.3)

u VvV W U U

Fiir die Stromungsfliche z = z(x, y) folgt aus den Tangentialbezichungen

W = Uz, +Vz,. (4.9)
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Wegen der Orthogonalitiitsbedingungen eines Linienelements ds, der or-
thogonalen Trajektorien zu der Stomlinie (U, V, W) und zu der Flichen-

normale (z,/) g, z,/) g, —1/} g) mit

g = 1423+2) (4.5)
gilt lings der orthogonalen Trajektorien der Stromlinien die Beziehung
]=/éd'v__iTJ,ﬁJi:-: :]Ag‘dzi _ds,  dy (4.6)
V+Wz, U+Wz, Uz—Vz, v e
Fiir y = konstant ist:
g W& @ o B
dp  dg Ox | o 3y’
sodass die Stromlinie entlang:
w /— 0 — 3 =3
UVeig, = Ugrt+ Vs, (4.7)
Gleicherweise gilt die orthogonalen Trajektorien entlang
2/ . ,a - 7477 Si_ 7-1_ i-,' 8_
U?) a8y, (V+Wz,) 5 —(0+Wz,) 5 (4.8)

Die Anwendung der Operatoren (4.7) und (4.8) auf die Funktionen ¢ und
y fiihrt zu vier Gleichungen mit den Lésungen

3¢

e ) =
¥ l/[’l (U+We) L Vyo.g

N N (4.9)
5y = Va(ViWs)  oh= Uy e

Mit Hilfe der Stetigkeitsbedingungen (4.1) erhilt man hieraus die Diffe-
rentialgleichungen zur Berechnung der Funktionen o, und g,:

3 - .
s 1) & (VEWz)] = Yo (U+ W) (4.10)

-;} (U l/ezg)+—£, (Vi e.g) = 0. (4.11)
Die Differentialgleichungen (4.10) und (4.11) gelten sowohl fiir die kom-
pressible als fiir die unkompressible Stromung. Sie sind meistens miihsam
zu l6sen. Nur in einigen Sonderfillen kénnen die Losungen sofort gegeben
werden:
1 Existiert ein Strémungspotential, dann ist immer o, = 1.

2 Betrachten wir die Strdmung lings einer ebenen Platte mit parallelen
Stromlinien, welche Funktionen von x sind

U=1, ¥V=f), z.=2=0, (4.12)

“x
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dann gelten die Losungen
0,=1 und p, =1/V?

3 Fiir den schrig angestromten unendlich langen Zylinder mit der
y-Achse parallel zu der Zylinderachse, erhilt man die Losungen:

eo=1, o =1/U(1+z) (4.13)
4 Fiir die axial symmetrische Potentialstromung um einen Rotations-
korper z = J'r3(x)—)* lauten dic Losungen:

=1, 0,=1/rPU? (4.14)

5. Das Dichteprofil und das Zdhigkeitsprofil

Wird im Falle der kompressiblen Grenzschichtstromung eine wirme-

undurchldssige Wand (gg ) =0 und die Prandtlsche Zahl Pr = 1 voraus-

gesetzt, dann folgt aus der kinetischen Energiegleichung und der Wirme-
energiegleichung fiir zweidimensionale Grenzschichten die Relation

T y—1 u?

— =14+ Mi{1——]. 5.1

r =1~ 5.1)
Dieser Zusammenhang zwischen der Temperatur- und Geschwindigkeits-
verteilung kann ohne weiteres auf die dreidimensionale Grenzschicht-
stromung mit kleiner Querstrémung angewandt werden. Unter der Voraus-

setzung, dass innerhalb der Grenzschichtg—z = 0 ist, gilt durch die Grenz-
schicht hindurch die Beziehung
eles =TT = (1= —mz(-:fs-)g] 52)
Fiir Luft (y = 1.4) ist
m?* = %M;’-’ = MZ(M3E+5) (5.3)

M3 = ug/a” ist die kritische Machsche Zahl
M; = ug/a ist die 6rtliche Machsche Zahl.

Im Falle der wiarmedurchldssigen Wand (L;g) == 0 und einer Prandtl-

schen Zahl, welche gleich eins ist, oder nur wenig von eins verschieden
ist, darf die Beziehung

e 2
oslo = T|Ty = 1+CT(—"i 51) +r 712-1-M§(1 — L‘g) (5.4)

Us 3
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angewandt werden, welche den Arbeiten von Van Driest® entnommen
ist. Cp ist die Wiarmeiibergangszahl, r ist der recovery-Faktor. Es gilt

Cr=(,~TIT, T/Ty=1+r'71 M3 (5.5)

r= =TT =Ty, ToiTy=1+"7"1 M3 (56)

T, ist die recovery-Temperatur, d. h. es ist die Temperatur, welche die
wirmeisolierte Wand annimmt. T, ist die Ruhetemperatur, T, ist die
Wandtemperatur.

Fiir Luft mit Pr &~ 0.72 bei laminarer, Pr ~ 0.86 bei turbulenter Grenz-
schicht, gilt die Gleichung (5.4) noch mit guter Annidherung.
Das Zihigkeitsprofil. Bei der laminaren Grenzschicht kann die moleku-
lare Zihigkeit durch das einfache Potenzgesetz

T\” ; 3 1
M= Us (-TB-) » mit w = ‘2* km (5.7)

gut angenihert werden. Die konstante C hat fiir Luft den Wert 113°K.
Fiir sehr hohe Temperaturen ist @ = 0.5, fiir sehr niedrige Temperaturen
ist o ~ 1.5; fir 0°C ist @ ~ 0.8.

6. Die laminaren Grenzschichten

6.1 Die Geschwindigkeitsprofile—Fiir die Durchfiihrung der Grenzschicht-
berechnungen werden die Geschwindigkeitsprofile » und v innerhalb der
Grenzschicht, in der Richtung der Stromlinien der freien Aussenstromung
und senkrecht darauf, vorgeschrieben. Diese Profile werden so gewiihlt,
dass sowohl das asymptotische Verhalten am Aussenrande der Grenzschicht,
als auch eine bestimmte Anzahl von Randbedingungen an der Wand—fol-
gend aus den Grenzschichtgleichungen (2.7)/(2.9) durch wiederholte
Differentiation nach { — exakt erfiillt werden. Wir benutzen die Profile:

= =[O~ AgO)—~NhQ)+Ple ™ (6.1)
ty = = —Ke(O+Lh(@)+ Qe ® 6.2)
mit
» S . a2 5 a2 o
1= = 26D+ ® = MO+ +P)e? = —_TeP+— [edr
Y= } T -
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und

Z‘=f:/l'o%:£‘,|'§%. (6.4)
Die Funktionen f, g, # und k = (e~ sind im Bild 1 dargestellt.
Fiir = 0 sind die Randbedingungen

f=g=h=f"=K =f"=g"=h"=fV=0

M =—g=—h=273n

g’ =1, g¥=—hm"=6

40

351
o

sof-4

25

/., \\
/7

Pet? \
\ 0

-h -g / f
o J
-06 -04 -0.2 0 +02 04 06 08 10

Asg. 1. Die Funktionen f, g, & und £ e-& der Grenzschichtprofile.

/ |
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'l,.‘/a '—?)“’ ist ein Mass fiir die Grenzschichtdicke. Es hat die Dimension
f 8

einer Linge, o ist eine dimensionslose Grosse. Betrachten wir den Fall

(E) =0 und Pr =1, dann gilt:

oC
o — oul o Vo (o ud)
e i =T Ve S\
2 Ve g, T (6.6)
om*| 2 3
= ——|—Q@Q+A+N)+P
oF = ) ] 67)
Q(Q2+A+N) = (K—L)P. (6.8)
12 S
L I I | 1
x DlFFEREN%ENVERFAHREN
—N:-A?
— bl NAHERUNGS -
h VERFAHREN
-==N:A
| S —
L] |
B
\ ™~

0

005 006 007 008 009 010 on 012 013
— X
ABB. 2. Grenzschicht bei der dusseren Geschwindigkeitsverteilung U= 1—x.

Fiir die zweidimensionale Stromung gilt in dem laminaren Ablésungspunkt

" oup ) (0w} _
N=A4= lwegen(aé_)w—(acq)w—o.

Werden fiir die beschleunigte Stromung nur die ersten vier Randbedin-
gungen beriicksichtigt, dann ist dort die Losung

N=0 fir A>=0
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zu nehmen. Fiir die verzogerte Stromung wird wegen des erreichbaren

Wertes N = /A = —1, und an Hand von einem Vergleich mit einer exak-
ten Losung (siche Abb. 2) die Bezichung

N=—4A* fir A<0
genommen.

6.2 Weitere Vereinfachungen der Impulsgleichungen — Fiir die Berechnung
der dreidimensionalen kompressiblen laminaren Grenzschichten wenden
wir nur die beiden Impulsgleichungen (3.1) und (3.5) an, und schreiben sie

in der Gestalt:
'”’l/@l 0 (_ uaéz) +‘§11 —Ouy M (‘)”)

208u305 O oy T eaud \OC
o) 01u5) 01 Us) u, |[ov
/ﬂ (95 a)___ ?8 1 (a_i_a =_uw .
' latp . ] Qlﬂzus ‘)'P ! 2) Q2u5 a‘f; w

Werden die im Abschnitt 6.1 gegebenen Geschwindigkeitsprofile benutzt,
und die dimensionslosen Grossen:

= a(A, m*) (K—L)-+(A, m*)K

cingesetzt, dann gehen die beiden Impulsgleichungen iiber in

92 ]9—1 () ( ) [ 1 | ]
= — =2 oult?, | = 20 — 24+ A+NYLP—AA, | = H(A, m?
os 0, \e: Uzl 11 3| = LEN) 1 ( )
(6.9)
Qualna‘i(|u;_~ A (_2_ P
l/f’s 09\ 0, l 6021) = @it O K- 3y= * 2+A4+ (K .
= —A(A, m*) 0y -+ B(A, m*)K. (6.10)

Innerhalb des Intervalls +1 > A = —1, das alle vorgeschenen Werte
von .1 enthiilt, lassen sich die Funktionen A, B, a, 3, 0,,, A, und H/0%,
fiir verschiedene Werte von o, durch einfache analytische Formeln von
der Gestalt

a(m?®) -+ b(m*) A + c(m?) A?
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mit ausreichender Genauigkeit, anndhern; siehe Lit."?. Die Koeffizienten
a, b, ¢ und auch alle iibrigen Koeffizienten in diesem Abschnitt sind mit
Hilfe der Methode der kleinsten Quadraten bestimmt worden. Sie sind
in Lit."9 als Funktionen von m? fiir @ = 0.50; 0.75; 1.00; 1.25; 1.50
dargestellt. Dabei ist fiir A = 0 stets ¢(m*) = 0 zu nehmen. o ist der

11

1.0 -<"—x“‘\
\\O\
09 N = N

N TN i
o8 AN \ wel5 '\

0.7 N \ N\
\ N
06 \ 2 \<
T o w=0.5 \o
=AM \
AN
1-as m2 o {
02 f°= l-b.,-omf;-c‘fom'1 ,\ \\\ '

R \
—— ANNAHERND N \x\

0.1 x0aMIT HILFE DER \ o\
GRENZSCHICHTPROFILE

T T T N

0 01 02 03 04 05 06 07 08 0% 10
—» m?2

ABB. 3. Die Funktionen fy(m® w) fiir die Hauptstromung. m?= 1/6 M**.

Exponent des Potenzgesetzes (5.7), und ist nur eine Funktion der unge-
storten Stromungsgrossen M.. und 7... w ist also wihrend der Grenz-
schichtberechnung als eine Konstante zu betrachten. Nach Einfiihrung

von H/0% = ay-+-by A und Substitution von A = o) ausg—? schreibt

sich die erste Impulsgleichung (6.9), nach kurzer Umformung, als

) ) P,
oui ) 0, [;9j ln(%‘ auﬁﬁ?l) _b”i)qi In us] = ay.

o2
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12
11 —‘/—-""'""_ 3
e w=15
b ~
\ """-\
My o |
09 . ~N_ LN
o~ w=10 \

x
//

o8 e ; \
\

o7

< 06 \n_;.\,_
} N \
05 AN \ \
\ \ \
04 X 0
03 f =loaf'm2obf|m_4—' Cf.lma- \ -
ANNAHERND \N
&5 x0a MIT HILFE DER \
GRENZSCHICHTPROFILE \
0 O1 02 03 04 05 06 O07 08 09 10
—u-m2

AsB. 4. Die Funktionen f,(m?, w) fiir die Hauptstromung. m*= 1/6 M*2,

Fiir by wird nun die Anndherung
m2(1—m?)

—(1=m*)bu/by(0) = 1+p(@)m*+q(@)T— 05

eingefiihrt, wihrend bei adiabatischen Zustandsidnderungen fiir Luft die

Gleichung von Poisson g5 = C(1—m?*)?* gilt.
Damit geht die erste Impulsgleichung iiber in

l 91 o {uguﬁ,(nr w)} = 508— ——ff(mz ). (6.11)
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Die Funktionen f; und f sind in den Abb. 3 und 4 gegeben. Sie kdénnen
analytisch mit hinreichender Genauigkeit durch

ﬁ'=_

angenihert werden. In der Abbildung 5 sind die Koeffizienten a;, bis
¢y, als Funktionen von o dargestellt.

1.5

2
I—a;m

1—b, m24 VC mt ’ fl: 1+afxm2+bf1’n4+cf:'”8 (612)
So Jo

a
1.0 fo

\\\

0.5 -
o

0] Of1

bf,| %
-05 ~

/
cf, \

/
e
/

S

o] 05 10 15
—» W
Aps. 5. Die Koeffizienten der Funktionen fy(m*, w) und f,(m?*, w).

Nach Integration geht die Gleichung (6.11) iiber in die Quadratur

S potoydgl. @13
3 9; Vo l
Die Gleichung fiir die Querstromung ist eine lineare Differentialgleichung
mit veriinderlichen Koeffizienten. Sie lisst sich schreiben als

_d-% +DO+E=0 (6.14)

- 5.08 o, l
Tud i (m?, o) | Colgo) + J
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mit

Vo Ve
0= (1;»;2)1-25—9—- 0y = (1—m2)125. é—[a(K—L)-{- BK] (6.15)
2 2
D= A, m®)outy o, ; E= —(1—m*'5B(A, m®)K/o,ul } 0,0 -
(6.16)

Die Funktionen a, f3, A, B, A, und 0,,, welche von der Gestalt a+bA4-cA?
sind, hiingen nur sehr wenig von dem Wert @ ab. Die Koeffizienten a,
b, ¢ sind mit hinreichender Genauigkeit durch Formeln der Gestalt

(p+gm*+-rm*)[(1—sm?) (6.17)

anzunihern; siehe Lit."?. Die konstanten Werte p, g, r und s sind in Tab.
1 gegeben. Nachdem die Funktion Q mit Hilfe der Diffgl. (6.14) gelost
ist, lassen sich die Werte L mittels der Gleichung (6.15) berechnen.

7. Die turbulente Grenzschicht

Das im Abschnitt 3 hergeleitete System von vier gewdhnlichen Differen-
tialgleichungen kann als Ausgangspunkt fiir die Berechnung der dreidi-
mensionalen kompressiblen turbulenten Grenzschicht mit schwacher
Querstromung gewihlt werden. Wie bei den laminaren Grenzschichtstro-
mungen braucht die freie Aussenstrémung auch in diesem Falle keine
Potentialstrémung zu sein.

Zur Losung der Grenzschichtgleichungen fiithren wir zweiparametrige
Geschwindigkeitsprofile ein, und zwar:

In der Richtung der Stromlinien der freien Aussenstromung:

Sl e

In der Richtung der orthogonalen Trajektorien:

L= A = (tg)— abc)l LA (7.2)
uai'usig‘éus i e 8/ us :
u und v sind die zeitlich gemittelten Geschwindigkeitskomponenten inner-
halb der Grenzschicht. % ist der Winkel, der die Stromlinie innerhalb
der Grenzschicht mit der Stromlinie der freien Aussenstromung bildet.
Fir { =0 ist A, = tgy, = a. Das Verhiltnis v/u ldsst sich, in Ueberein-
stimmung mit den Messungen von Wallace"” an einem Pfeilfliigel, als

2
eine algebraische Gleichung der Gestalt (a+b gé) (1 ~—§) schreiben,

deren Koeffizienten mit Hilfe der Differentialgleichungen (3.5) und (3.6)
bestimmt werden konnen. Die Geschwindigkeitsprofile # und v sind
so gewihlt, dass sie die vorgeschriebenen Randbedingungen (2.10) be-
friedigen.
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Cooke!® wihlt in seiner Arbeit iiber die inkompressible turbulente
=-\2
Grenzschichtstrdomung das Querstromprofil v/u = A(I gf-) , das weniger

3

biegsam ist. Fiir das Dichteprofil kommt fiir den Fall (dT) = {)

d?
und Pr =1 die Formel (5.2) in Betracht. ’

Fiir die Beschreibung der Schubspannung an der Wand und der Dissi-
pation, sollen empirische Gesetze benutzt werden. Diese Gesetze sind ur-
spriinglich fiir die inkompressible turbulente Grenzschicht ohne Sekun-
dirstromung abgeleitet. Walz"® hat sie in einer derartigen Form trans-
formiert, dass sie auch fiir die kompressible zweidimensionale Stromung
brauchbar sind. Es sind:

1. Das Wandschubspannungsgesetz von Ludwieg und Tillmann

T, /osuf = (7,[0suf); (% = a(H)Re **%%3,/(3,); (7.3)

mit
a(H) ~ 0.123 - 10-°578(3,/3,), (7.4)
Re = o5us8,/p,, (7.5)

2. Das Dissipationsgesetz von Rotta und Truckenbrodt:

us

1 7
D/osud = i f 7 du = 0.0052 Re “198(7, [05u);3,/(3,);. (7.6)

0

Fiir die dreidimensionale kompressible Stromung liegt es nahe diese

zwei Gesetze in der Richtung der Stromlinien an der Wand anzuwenden.

Zweckmiissig wire es um statt uy auch eine effektive Geschwindigkeit

u; = uz/cosy, = us) 14+a* in die Richtung der Wandstromlinien zu

withlen (vgl. Lit. (13)).

Mit dieser Annahme wird:

Tulesuf = a(H)Re *#5% (cos,) 178,/(3y) (7.8)

D/osu} = 0.0052 Re "% (cos x,,)"1%8 (7., /05 u2) 8./(3.,); . (7.9

Weil die Richtung an der Wand ist gegeben durch (v/u), = a, sind die
Komponenten der Wandschubspannung in der Richtung der freien Aus-
senstromung und senkrecht darauf:

T Ty = Tw/l I+a Toyy = arw/l 1+a.

Damit gilt:
T1wl0sUF = a(H) Re=02% (1+4-a2)"366 §,/(3,),; (7.10)
To,/05u3 = a(H) Re "*¥a(1-+a®)"330d,/(d,);. (7.11)
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Formal lassen sich aus der Gleichung (7.9) mit Hilfe der Beziehungen
(7.10) und (7.11) auch die fiir die Berechnungen benétigten Dissipations-
formeln bilden.

Es bleibt natiirlich eine offene Frage, wie das Schubspannungsgesetz
und die Dissipationsfunktion beim Vorhandensein einer Sekundir-
stromung abzudndern sind. Die Mdoglichkeit existiert, dass der turbu-
lente Austausch durch die Anwesenheit einer verhidltnismissig schwa-
chen Querstromung schon betrichtlich geidindert wird. Das Experiment
soll am Ende entscheiden miissen in wieweit die Schubspannungsformeln
und die Dissipationsformeln sich unter dem Einfluss der Querstromung
und der Kompressibilitdt dndern.

Auch fiir die dreidimensionale kompressible turbulente Grenzschicht-
stromung kann eine einfache Berechnungsmethode entwickelt werden.
Benutzen wir die in vorhergehenden hergeleiteten Formeln fiir die Schub-
spannung und fiir die Dissipation, dann liegt es nahe um ein Iterations-
verfahren, ausgehend von dem Parameterwert @ = 0 fiir die Hauptstré-
mung, anzuwenden. Nachdem der Parameter a mit Hilfe der Gleichun-
gen fiir die Querstréomung bestimmt ist, konnen die Losungen der Glei-
chungen der Hauptstrdmung, nach Einsetzung des Parameterwertes a,
wieder verbessert werden. Diese Iteration wird beendet, sobald die vor-
geschriebene Genauigkeit erreicht ist.
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TABELLE 1

Die Koeffizienten p, q, r und s zur Berechnung der Querstromung, der Ver-
dringungsdicke A, und der Impulsverlustdicke ©,,.

| P | 4 E L | 5
s 101876 | --0.2490 ‘ 100632 | +o07814
ba +0.011 | 00384 | 400248 +0.05%
& —0.0477 | 400281 | 400174 | +0.7744
ag ~0.1578 +0.1879 —-00323 | 407622
by ~0.0073 40.0190 —00115 | +0.8165
cp +00367 | —00175 ~00178 | +08433
ay | +20039 | —1.0360 —03646 | +0.9854
ba ~0.1118 40,0923 £0.0348 ! 41.0103
& 10.6740 40.1535 02657 40.9936
ag |  +0725%9 |  —0.2871 —0.2358 10.8940
by ~00596 | +0.1563 —0.0324 £0.0000
ch +03121 | +0.4103 00439 | —0.8646
o as | +07523 | —0.1125 ~03627 | 408756
by —0.0670 ' +0.1150 ~00000 | +0.0000
i +0.2885 | +0.1246 —00383 | -0.0000
" ap | 102048 | —0.3566 ‘_ +00645 | +0.6143
az; bai...; ca; ag = (ptgm+rm)/(1—sm?),

1 g ; : e s ’
mit m* = r3 3’2 = M§/(M3+5) sind die Koeffizienten der Funktionen

F= ap+ bFA+CF /12, wo
F=a; f; A; B; 4;; Oy - cp(m?) =0 fir 4> 0.





